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Analisis Experimental de Controladores en Vuelo
Estacionario de un Quadrotor

Ricardo Pérez Alcocer®, Oscar Gardufio Delgadillob, Javier Moreno Valenzuela®
“CONACYyT-Instituto Politécnico Nacional - CITEDI
bInstituto Politécnico Nacional - CITEDI
Ave. Instituto Politécnico Nacional 1310, Nueva Tijuana
Tijuana B.C. 22435, Mexico
Email: rrperez@citedi.mx, moreno@citedi.mx

Resumen—En este trabajo se presenta un analisis comparativo
de esquemas de control aplicados a un quadrotor, al cual se le ha
asignado la tarea de realizar vuelo estacionario. Un controlador
original basado en el conocimiento del modelo dinamico del
vehiculo es presentado. El conjunto de algoritmos de control
fueron validados experimentalmente y métricas de desempefio
fueron calculadas a fin de establecer las ventajas que presentan.

I. INTRODUCCION

El uso de vehiculos aéreos no tripulados se ha incrementado
considerablemente en los @ltimos afios, este incremento en
el uso de esta tecnologia se debe principalmente a la amplia
gama de actividades en las cuales se puede aplicar. Ejemplos
de la aplicacion de los vehiculos aéreos no tripulados son
las tareas de exploracion, mapeo y transporte por mencionar
algunos [1]-[2]. Un tipo particular de estos vehiculos es el
quadrotor, el cual posee un conjunto de cuatro rotores que
han sido colocados en una estructura en forma de X y con
una separacion de /2 [rad] entre cada uno de ellos. El qua-
drotor brinda funcionalidades muy atractivas en comparacion
con otros vehiculos aéreos, estas caracteristicas incluyen la
habilidad para despegar y aterrizar de modo vertical sin la
necesidad de amplios espacios, la capacidad de realizar vuelos
acrobaticos en espacios estrechos y un costo relativamente
bajo.

El disefio de estrategias de control que garanticen estabili-
dad al quadrotor es parte fundamental para que estos vehiculos
puedan realizar tareas de menara autbnoma, sin embargo, dado
que su dinamica es altamente no lineal y ademés esta fuer-
temente acoplada, desarrollar estos controladores no resulta
una tarea trivial. Un nimero considerable de trabajos han sido
dedicados al desarrollo de algoritmos de control empleando
distintas técnicas de control [3]-[4]. En este trabajo se presenta
un controlador original basado en el modelo dindmico del
quadrotor y se compara su desempefio de manera experimental
con otros tres esquemas de control con el objetivo determinar
las ventajas que pudieran presentar unos con respecto a los
otros. Este articulo se encuentra organizado de la siguiente
manera: en la Seccion Il se presenta la dindmica de quadrotor,
los esquemas de control que son objeto de estudio en este
trabajo se describen en la Seccion Ill, posteriormente en
la Seccion IV se presentan los resultados experimentales y
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finalmente, en la Seccion V se exponen las conclusiones
obtenidas de este trabajo.

I[I. DINAMICA DEL QUADROTOR

Las ecuaciones de movimiento que describen el compor-
tamiento del quadrotor ha sido analizada y expuesta en un
distintos textos cientificos [5]-[6]. La dindmica del quadrotor
puede ser obtenida considerando el vehiculo como cuerpo
rigido moviéndose en el espacio tridimensional. En la figura 1
se muestra la representacion de un quadrotor obtenida con
un software de disefio asistido por computadora CAD por
su siglas en inglés, en la cual se presentan los distintos
movimientos que puede realizar.

€x

Figura 1. Representacion del quadrotor en el espacio cartesiano incluyendo
los marcos de referencia inercial y del vehiculo.

En esta seccion se presenta el conjunto de ecuaciones que
describen la dindmica del quadrotor representada con respecto
al marco de referencia inercial, adicionalmente se asume
que el centro de masa coincide con el marco de referencia
del vehiculo. Esta suposicion permite separar la dindmica
de posicion de la dindmica de orientacion, simplificando las
ecuaciones de movimiento las cuales quedan de la siguiente
manera

mp +mge. Tp @)
Ho(n)i) + Co(n, )7 for )

donde p = [z y z]T € R3 es la posicion con respecto al marco
de referencia inercial, n = [¢ 6 ¥]T € R3 es el vector de los
angulos de Euler, el cual representa la orientacion del vehiculo
con respecto al marco de referencia inercial, m es la masa



del quadrotor, g es la constante de aceleracion gravitacional,
e. = [0 0 1]7 € R? es el vector unitario en la direccion del
eje z del marco de referencia inercial, H,(n) € R**3 es la
matriz de inercia asociada a la orientacion, C,(n,n) € R3*3
es la matriz de Coriolis de orientacion, f, € R3 es el vector
de fuerza generadas por los rotores del vehiculo y f, € R?
es el vector de torques externos.

Por otro lado, las entradas de fuerza y torque f,y f, se
relacionan con el empuje producido por cada rotor u; de la
siguiente manera

0 r13(n)
f, = R | 0 | = |rs(n)]| wota,  (3)
Utotal 7“33("7)_
l(UQ—U4)
fo = W™ | luz—wm) |, 4)
Fa >y (— 1)

donde r;; es el ij-ésimo elemento de la matriz de rotacion
R(n) € SO(3) definida como

8$9CyCe + SyySe

5654Ch — CpSg |, (5)
CpCy

CoCy)
CHSq
—Sg

SOCypSp — SypCy
S$9SyS¢ T CyCo
CoSgp

R(n) =

W (n)~! es una matriz de transformacion, la cual relaciona el
vector de la variacion de los angulos de Euler 7 con el vector
de velocidades angulares w definida como

1 0 —Sp
W)™ =10 ¢y cosyl, (6)
0 —s4 cocy

donde s, representa la funcién seno de = y ¢, el coseno de
T, Urotqr €S €l empuje total generado por los cuatro rotores, el
cual se calcula como

4
Utotal = Z Ug - (7)
=1

Sea B la matriz de distribucion de fuerzas la cual se define
de la siguiente manera

111 1
0 1 0 -1

B=1_ 0o 1 ol 8)
kg kg —ky Ky

entonces, la relacion de las sefiales f,(t) y f,(t) con wu(t)
estd dada por

vl [0 W ] e

I1l. ALGORITMOS DE CONTROL

En esta seccion se presenta los distintos esquemas de
control que son objeto de estudio en este trabajo. Estos
controladores constan de una estructura de doble lazo, don-
de el lazo interno se encarga de estabilizar la orientacion
mientras que el lazo externo define el comportamiento de
posicion. La representacion gréfica de la estructura de los
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controladores se puede observar en la figura 2. Los dos
primeros controladores emplean técnicas de control con es-
tructura proporcional-derivativo (PD) y proporcional-integral-
derivativo/proporcional-derivativo (PID/PD), el tercero es un
control no lineal el cual fue disefiado con técnicas de backstep-
ping. Finalmente se presenta un control basado en el modelo
dinamico del quadrotor introducido en las ecuaciones (1)-(2).
Es importante hacer notar que el lazo de control de orientacion
determina el movimiento en el plano horizontal, al seguir los
valores deseados de los angulos de alabeo y cabeceo que se
calculan en tiempo de ejecucion dentro del lazo de control de
posicion.

[1I-A.  Objetivo de control

Los algoritmos de control estudiados en este analisis fueron
disefiados con el objetivo de garantizar que el quadrotor alcan-
ce y mantenga una posicion y orientacion deseada, denotada
por p,(t) y n,(t) respectivamente. Los valores de referencia
para la posicion p,(t) y angulo de guifiada v 4(y) son deter-
minados por el operador mientras que los angulos de alabeo
deseado ¢4(t) y cabeceo deseado 6,(t) son calculados en
tiempo de ejecucion por el control de posicion. Considerando
estas sefiales de referencia, el vector del error de posicion p(t)
y el vector de error de orientacion 7)(t) se definen como sigue

pa(t) — p(t), (10)
n(t) = mny(t) —n(t). (11)
De este modo, el objetivo bajo el cual se disefiaron lo

controladores consiste en calcular las sefiales de entrada f ()
y f,(t) tales que se garantice la siguiente condicion

p(t)

lim
t—o00

I11-B. Control tipo PD

El primer controlador analizado en este trabajo tiene una
estructura PD tanto para la dinamica de posicion como para la
de orientacion. La sefial de entrada de este esquema esta dada
por

(12)

fr = re(n)p, (13)
fo = K+ Kayn, (14)
donde 7.(n) es un operador definido como
r13(N)
re(n) = :iigzg o ()’ (15)
11 es una sefial de entrada auxiliar establecida como
=1 g+ ko2 + ka2 (16)

K,, y Kg, son matrices diagonales definidas positivas, k. y
kaq. SON constantes positivas y m es un estimado de la masa
total del quadrotor.

Complementando la accién de control, el comportamiento
del quadrotor en el plano xzy se establece definiendo los
valores deseados de los angulos de alabeo ¢,(t) y cabeceo
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fo
f fr _1q U
. Na _’](q)T_’[04x2 B~7]
Pa > Control de [~ ] C:rli(;t::; ((:jigrlla %l Control de |fo
posicion —  deseada ’_ orientacion
Ya

Figura 2. Diagrama de bloques de la estructura de los controladores estudiados en este trabajo.

04(t), los cuales se actualizan en tiempo de ejecucion bajo la
siguiente relacion

0a
bd
donde ky, ky, kaz Y kay

k@ + kaol,
ky?j + kdy?j7

(17)
(18)

son ganancias constantes y positivas.

I11-C. Control tipo PID/PD

El segundo controlador fue introducido por Wang et al. en
[7]. Este esquema esta estructurado con un control PID en
el lazo externo y un control PD en el lazo interno. Con el
objetivo de estandarizar la notacion en este documento, la ley
de control tipo PID/PD fue reescrita de la siguiente manera

Ip re(n)p2, (19)
fo W(n)iT (Kpnfl - wa) ) (20)

donde r.(n) es el operador definido en (15), w2 es la sefial
de entrada auxiliar

p2 = g + 133(N) (k25 + kg Z + ki /56575) ; (21)

K, y Ko son matrices de ganancias diagonales definidas
positivas y k., kq. Y k;. Son constantes positivas.

Como se menciond anteriormente, el control de posicion se
realiza de manera indirecta modificando los valores deseados
de alabeo ¢4(t) y cabeceo 64(t), para lo cual se emplea el
siguiente control PID

Oa

k@ + kaa + kig / Zdt, (22)

60 = kyi+ kayi + iy / t,

siendo ki, ky, kaw, kay. kiz Y kiy Qanancias constantes
positivas.

(23)

I11-D. Control de linealizacion por retroalimentacion con
backstepping

El tercer algoritmo que se analiza en este trabajo es un
control de linealizacion por retroalimentacion con backstep-
ping, el cual garantiza estabilidad al sistema en lazo cerrado.
En [8], los autores introducen el controlador y analizan la
estabilidad del sistema empleando teoria de Lyapunov. La
estructura general del controlador es la misma que en los
esquemas anteriores, con un lazo externo de control para la
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posicion y uno interno para la orientacion. Siguiendo con la
estandarizacion de la notacion, de nueva cuenta es necesario
reescribir la ley de control para lo cual se define el error
de posicion filtrado s,(t) = [spe Spy 5p:]” € R® y el error

de orientacion filtrado s, (t) = [s,¢ sno syp] € R? de la
siguiente manera
Sp = b-f—Apﬁ, (24)
sy, = N+ A, (25)

donde A, diag{Apx, Apy, Ap,} € R¥3, y A, =
diag{A,p, Ana, Ay} € R3*3 son matrices diagonales defi-
nidas positivas. Del analisis de estabilidad, las ganancias A,
y A, deben ser seleccionadas suficientemente grandes, tales

que las siguientes condiciones se satisfagan

Spx
S
Ay > % .
Asi, la entrada de control en [8] se puede escribir como
fp Tc("])NS; (26)
fo W(n) =" {Sm)"In
+I[(I3 = A7+ (Ay + Kop)syl} . (27)
donde 3 se define como
M3 = m[g + (1 - A?)z) Z+ (Apz + ks;()z) 5;()2]7 (28)

I € R3%3 es el tensor de inercia, Is € R3*3 es la matriz de
identidad, K, € R3*3 son matrices de ganancias diagonales
definidas positivas, &, €s una constante positiva y dado un
vector a = [a; as a3]” € R3, S(a) € SS(3) es una matriz
antisimétrica definida como

0 —as a9
S(a) = as 0 —a (29)
—a9 al 0

La actualizacion de los &ngulos deseados de alabeo ¢ 4(t)
y cabeceo 04(t) encargados de definir el comportamiento
del quadrotor en el plano horizontal se realiza mediante la
siguiente ley de control

sol

¢a = sin~! (7% —15%cy) (30)
sol sol
0 = sin! <—71 Gy 1 Sw), (31)
Co



donde ~;°! y 45°! son entradas virtuales calculadas como

max
sol it para Spy >0
’ylso S { max

-7 para sp; <0’
ol < Y para spy > 0
2= —YMAE para Sp, < 0

SlendO ,.Y{YI,(I.% y ,ygz,aac
siguientes condiciones

constantes positivas que cumplen las

0 < Ape
0 < Apoe

10.7071],

<
< 10.7071.

III-E. Control no lineal basado en modelo

El @ltimo algoritmo de control que se presenta en este
trabajo es un esquema original, el cual esté disefiado con base
en el modelo dinamico del quadrotor dado en (1)-(2). La ley
de control se define como

fo = re(mpa, (32)
Fo = Homi, +Co(n,mn, + Ksysy, (33)

donde 14 es la entrada de control auxiliar dada por
pa =mZq +mg+ kppZ + kdeL, (34)

s, (t) es el error de orientacion filtrado establecido en (25),
K, € R3*3 es una matriz diagonal definida positiva, k. y
k4. son constantes positivas, H,(n) es la matriz de inercia
y C,(n,7) es la matriz de Coriolis, donde estos dos Gltimos
términos estan dados explicitamente por

H,(n) W(n)~"IW ()™, (35)
Co(min) = W) ™" [S(w)]
—IW ()" W(n)~H | W(n)~", (36)
ademas la sefial 7,.(t) se calcula como
7.77" = ,i]d + Afh (37)

siendo A € R?*3 una matriz diagonal definida positiva.
Finalmente, los valores de referencia para los angulos de
alabeo ¢4 (t) y cabeceo 6,(t) se obtienen como sigue

fa = tan™' {%(defh + Swdfzz)} ; (38)
¢a = tan”' {m;ed (syafr — defb)] . (39)
donde f;1 y fr1 se definen como
frn = Fa+ke® + kao, (40)
fro = da+kyG+ kayd, (41)

Y kg, ky, kdz, kqy SON ganancias constantes positivas.
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IV. RESULTADOS EXPERIMENTALES

El desempefio de los controladores estudiados en este tra-
bajo fue evaluado con base en los resultados experimentales
al realizar la tarea de vuelo estacionario en tiempo real. El
quadrotor Qball 2, manufacturado por Quancer, fue utilizado
como plataforma de prueba para la validacion del los con-
troladores, este quadrotor, el cual se muestra en la figura 3,
esta equipado con una unidad de mediciones inerciales (IMU)
y un sonar, usados para medir la velocidad angular w(t),
la orientacion n(t) y la altura z(¢) del vehiculo. Adicional-
mente, se usa el sistema de captura de movimiento Optitrack
con el objetivo de estimar la posicion del quadrotor en el
plano horizontal. Los valores de los parametros cinematicos
y dinamicos del quadrotor usados en la implementacion de
los controladores fueron tomados del manual de usuario del
quadrotor [9] y se presentan en la tabla I.

Figura 3. Quadrotor Qball 2 manufacturado por Quanser.

Tabla |
PARAMETROS DE QUADROTOR QBALL 2.

Notacion ~ Descripcion Valor  Unidades
g Aceleracion de la gravedad 9.8 [m/<]
m Masa del quadrotor 1.79 [kg]

l Distancia entre el centro 0.2 [m]

de masa del quadrotor y la
posicion del eje de las propelas

Iz Momento de inercia con 0.03  [kg m?]
respecto a x axis

Iyy Momento de inercia con 0.03  [kg m?
respecto a y axis

I.. Momento de inercia con 0.04  [kg m?

respecto a z axis

La tarea de vuelo estacionario se establece como un pro-
blema de regulacion donde las sefiales de referencia fueron
definidas con el objetivo de que el centro de masa del vehiculo
alcance y permanezca un punto fijo en el espacio cartesiano
durante el vuelo, mientras que el angulo de guifiada deseado
también permanece constante. Estas sefiales de referencia
fueron seleccionadas como se menciona a continuacion

pat) = [0 0 06]" [m],
Ya(t) = 0 [rad].



Las ganancias de control fueron obtenidas empiricamente
a través de un proceso de prueba y error, los valores para
cada controlador se presentan a continuacion. Para el caso del
controlador PD (13)-(14), (16)-(18) se usaron las siguientes
ganancias

kpe = 027, ky, = 0.27, k,, = 2.41,
kiz = 0.16, kqy = 0.16, kg = 3.02,
K,, = diag{1.29,1.44,2.00},
Kgy, = diag{0.30,0.24,0.50}.

Las ganancias para el controlador PID/PD (19)-(23) fueron
seleccionadas como

ky =0.27, kgp =0.1625, ki = 0.01,
ky =027, kagy =0.1625, k; = 0.01,
k., =11.17, kg, =446,  k;, = 2.23,

K,, = diag{1.75,1.75,2.6},
Kq = diag{0.35,0.4,1}.
Por su parte, para el controlador por backstepping (26)-(30),

el resultado del proceso de seleccion de ganancias generd los
siguientes valores

A, = diag{1.75,1.0,2.0107},

kap. = 2.3587, A7 = 47T — .025,
A, = diag{8.2638,8.2638,29.0466},
Ko, = diag{6.7362,6.7362,2.2034},

Finalmente, el controlador basado en modelo (32)-(34), (38)-
(39) fue implementado con los siguientes valores en las
ganancias

Kpp diag{4.0,3.75,2.41},
Kgp = diag{1.9,1.25,3.00},
K, = diag{0.30,0.24,0.50},
Ky = diag{4.30,6.00,4.00}. (42)

Con el objetivo de presentar un analisis cuantitativo del
desemperio de los controladores estudiados en este trabajo, se
calcul6 métricas relacionadas con el error de pose y las sefiales
de entrada asociadas con cada esquema. El error cuadratico
medio para cada una de las sefiales de pose fue calculado y
ademas se obtuvo la media y desviacion estandar del empuje
total aplicado por los rotores.

Los resultados experimentales al realizar la tarea de vuelo
estacionario se presentan en la figura 4. La ruta seguida
por el quadrotor en el espacio 3D aplicando los distintos
controladores se muestran con diferentes colores en la gréfica.
La linea azul corresponde al control PD, la verde al PID/PD,
la roja al control por backstepping (BS) y la cian al basado
en modelo (CBM). Note que para todos los controladores,
la posicion del quadrotor permanece cercana a la referencia
deseada p,(t).

La evolucion en el tiempo de la posicion x(t), y(t), z(t),
el &ngulo de guifiada ¢ (t), y sus respectivas sefiales deseadas
se muestran en la figura 5. En estas graficas, la linea negra
punteada representa los valores de referencia para cada sefial.
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Figura 4. Resultados experimentales: Ruta seguida por el quadrotor
empleando los distintos controladores estudiados en este trabajo.

Se puede observar que el desempefio obtenido con los distintos
controladores es similar entre ellos. Por su parte, la accion de
control calculada y generada por los rotores u,(t) se presenta
en la figura 6. Note que la frecuencia de las sefiales de
entrada para el controlador de backstepping son més altas que
las de los otros controladores, este efecto se produce por la
discontinuidades en el célculo de los valores deseados de las
sefiales de alabeo ¢, (t) y cabeceo 64(t).

El célculo de las métricas de desempefio se realizd sin
tomar en cuenta el periodo transitorio, se excluyeron de dicho
calculo los datos correspondientes a los primeros 10 segundos
del experimento. La tabla Il presenta los valores del error
cuadratico medio para cada sefial de posicion asociados a
los esquemas de control evaluados, se observa que todos
los controladores producen valores similares y las menores
magnitudes no estan relacionados a un Gnico controlador.

Tabla Il

ERROR CUADRATICO MEDIO PARA LAS SENALES DE POSE.
Sefial PD PID/PD BS MBC

Z(t) 0.04459 0.02976 0.03252 0.02528
g(t) 0.03711 0.03599 0.03137 0.03490
Z(t) 0.01005 0.00710 0.01077 0.00966
(1) 0.84763 0.35235 1.19196 0.46671
é(t) 0.54266 0.39346 1.18652 0.52361
IZJ(t) 0.62407 0.53464 0.35435 0.71246

Finalmente, en la tabla 11 se presenta la media y desviacion
estandar del empuje total aplicado al quadrotor con los cuatro
controles evaluados. Se observa claramente que la media es si-
milar para todos los casos, sin embargo, la desviacion estandar
presenta valores con mayor discrepancia. En particular, el valor
mas pequefio corresponde al controlador basado en modelo
mientras el mayor proviene del control por backstepping. Esta
métrica es importante porque valores mas altos se relacionan
con demandas de empuje mayores y por lo tanto se produce
una descarga en un periodo de tiempo mas corto.
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Figura 5. Resultados experimentales: Sefiales de posicion p(¢) y angulo de
guifiada +(t) descritas por el quadrotor empleando los cuatro controladores
distintos.

Tabla 11l
MEDIA ptw,,,,,; Y DESVIACION ESTANDAR 0, , ., DEL EMPUJE TOTAL

Utotar(t) APLICADO AL QUADROTOR CON LOS DISTINTOS
CONTROLADORES.
Sefial PD PID/PD BS CBM
P osal 17.56975 17.54405 17.45599 17.57248
Cuypral 0.09012 0.14643 0.16685 0.06601

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se analizd el desempefio de controladores
aplicados a un quadrotor al realizar la tarea de vuelo estacio-
nario. Cuatro esquemas de control fueron estudiados e imple-
mentados para su validacion experimental, tres de ellos fueron
tomados de la literatura y un control original basado en modelo
fue presentado. En general, los esquemas de control estudiados
mostraron un comportamiento satisfactorio al cumplir con la
tarea asignada, adicionalmente, de las graficas de error de pose
se puede observar un comportamiento similar para todos los
controles. Con el objetivo de tener un analisis cuantitativo del
desempefio se calcularon métricas con las cuales se puede
concluir que para el vuelo estacionario del quadrotor, los
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Figura 6. Resultados experimentales: Comparacion del desempefio en las
sefiales de entrada w;(t) generados por los cuatro esquemas de control.

cuatro controles generan errores de pose muy cercanos unos
de los otros de tal modo que no se puede establecer que alguno
de los esquemas sobresalga sobre los otros. Sin embargo,
tomando en cuenta el empuje total generado por los rotores se
observa que el control basado en modelo produce una demanda
de energia menor a la de los otros algoritmos. Finalmente,
como trabajo futuro se pretende explorar el comportamiento
de los controles en la tarea de seguimiento de trayectorias.
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Resumen—En este trabajo se da solucion al problema de
regulacion de salida para un Quad-Rotor. El esquema de control
propuesto se basa en técnicas de Modos Deslizantes y éste
es capaz de regular las posiciones y los angulos del Quad-
Rotor de forma robusta para cierta clase de perturbaciones
que estén afectando el sistema. La regulacion esta compuesta de
controladores continuos por Modos Deslizantes en cascada que
proporcionan una regulacion uniforme y en un tiempo finito.
Resultados de simulacion ilustran la efectividad de la estrategia
de control propuesta.

I. INTRODUCCION

A investigacién relacionada con los vehiculos aéreos

no-tripulados (UAVs, por sus siglas en inglés) ha ido
creciendo significativamente en los afios recientes. Dicho
interés se debe principalmente a los costos bajos de estos
vehiculos y a su gran gama de aplicaciones en dreas diversas
(seguridad, supervisién, entrega, mantenimiento, grabacién
de imdgenes y videos, efc.). Entre los UAVs, los Quad-Rotors
representan a los vehiculos aéreos mas usados debido tanto
a sus distintos modos de vuelo como a su simplicidad de
operacién y tamafio [13]. En estos dias, uno puede comprar
facilmente este tipo de vehiculos, por lo que la seguridad
tanto del piloto como de las personas que se encuentren
alrededor de éste se vuelve esencial. Es en este punto donde
los sistemas de control juegan un papel importante debido a
que éstos pueden garantizar dicha seguridad haciendo uso de
la informacién que el vehiculo tiene disponible (informacién
de sensores).

En la literatura se pueden encontrar diversos trabajos
relacionados al disefio de controladores robustos para Quad-
Rotors. Por ejemplo, en [3] se propone un control por
Modos Deslizantes basado en un esquema de observador
de perturbaciones para disefiar un controlador robusto de
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vuelo para un Quad-Rotor en presencia de perturbaciones
acotadas. Por otra parte, en [2] se presenta un controlador
por Modos Deslizantes y un controlador no-lineal H para
estabilizar el movimiento rotacional de un Quad-Rotor en
presencia de perturbaciones aerodindmicas e incertidumbre
en el modelo. Sin embargo, dicho controlador presenta la
desventaja del excesivo costo computacional que requiere
encontrar la solucién de una ecuacién diferencial parcial
de Hamilton-Jacobi-Isaacs. En [11] se propone el disefio
de un control de inclinacién robusto y 6ptimo para un
Hexa-Rotor con incertidumbre paramétrica y perturbaciones
externas. Dicho controlador se compone de la combinacién
de un control LQR y un observador de perturbaciones.
Desafortunadamente, la sintonizacién del observador resulta
muy complicada y la estrategia de control sélo es aplicada a
la dindmica traslacional. Por otro lado, en [4] se presenta un
controlador robusto, basado en otro observador de perturba-
ciones por Modos Deslizantes, para vuelos de formacién en
UAVs en presencia de entradas desconocidas. Sin embargo,
los patrones geométricos de formacién son muy limitados.
En el contexto de control en tiempo-finito para Quad-
Rotors nos encontramos con los trabajos propuestos en [1],
[9] y [5]. Particularmente, en [1] se disefia un controlador
Optimo en tiempo-finito para un Quad-Rotor que opera en va-
rias condiciones de vuelo. Otro controlador en tiempo-finito
es propuesto en [9] para estabilizacién de un Quad-Rotor
con modelo linealizado. En [5] se presenta el disefio de una
ley de control PD para seguimiento de posicién mientras que
para el seguimiento de inclinacién se disefia un controlador
en tiempo-finito. En cuanto a controladores en tiempo-fijo
[10], i.e. controladores con convergencia en un tiempo-finito
y pre-escrito, en [14] se presenta un algoritmo de control,
basado en el algoritmo Terminal de Modos Deslizantes,



Figura 1. Diagrama esquematico del Quad-Rotor. Las fuerzas f1, f2, f3 'y
fa corresponden al empuje de cada motor y se relacionan directamente con
los momentos angulares, i.e. u = 22'121 fir Ty = C(=f1+ fa— f3+ fa),
T9 = I(f2 — fa), Tp = l(f3 — f1), con C una constante que depende de
las caracteristicas del rotor y ! la distancia del centro de masa al rotor.

para un Quad-Rotor que es capaz de realizar seguimiento
de trayectorias en presencia de perturbaciones acotadas. Sin
embargo, como la mayoria de los controladores por Modos
Deslizantes, presenta la desventaja de ser discontinuo.

En este trabajo se analiza el problema de regulacién de
salida para un Quad-Rotor. Este trabajo contribuye con el
disefio de un controlador robusto, basado en Modos Deslizan-
tes, que es capaz de regular las posiciones y los dngulos del
Quad-Rotor de forma robusta para cierta clase de perturba-
ciones afectando el sistema. La regulacién estd compuesta de
controladores continuos por Modos Deslizantes en cascada
que proporcionan regulacion uniforme y en tiempo-finito.
De nuestro conocimiento a la fecha, esta es la primera vez
que se aplica un controlador robusto y continuo por Modos
Deslizantes para regular las posiciones y los dngulos de un
Quad-Rotor.

La estructura de este trabajo se presenta a continuacion.
El planteamiento del problema se presenta en la Seccién
II, mientras que algunos preliminares se introducen en la
Seccién III. La estrategia de control robusto se muestra en
la Seccién IV. Algunos resultados de simulacién se ilustran
en la Seccion V. Finalmente, en la Seccion VI se discuten
los comentarios finales.

II. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere la siguiente dindmica simplificada, por medio
de Euler-Lagrange, de un Quad-Rotor (ver Fig. 1 y, para
mas detalles [7])

& = U, (sin ¢ siny + cos ¢ cos 1 sin 6), (1a)
§ = U (cos ¢sin O sinp — cosy sin @), (1b)
Z = Uy cospcosl — g+ d,(t), (Ic)
U =Ty +dy(t), (1d)
0.:?9+d9(t), (le)
¢ =Ty +dy(t), (1f)
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donde z,y € R son las coordenadas en el plano horizontal,
z € R es la posicién vertical, ¥,0,¢ € R corresponden
al dngulo de guifiada (alrededor del eje z), dngulo de ca-
beceo (alrededor del eje y), y dngulo de alabeo (alrededor
del eje x), respectivamente. Los momentos angulares estdn
dados por Ty,Tg, Ty € R, respectivamente; mientras que
Um = u/m con u € R denotando el empuje total y
m € Ry denotando la masa del Quad-Rotor. Los términos
d,,dy,dg,dy : R>o — R representan las incertidumbres
en el modelo y las perturbaciones externas. Se asume que
dichas incertidumbres y perturbaciones estdn uniformemente
acotadas y son Lipschitz continuas, ie. |d.(t)] < D.,
[di ()] < Dy, |da(t)] < D, |ds(t)] < Dy. y |d:(1)] < D..
(dy(t)] < Dy, |do(t)] < Do, |do(t)] < Dy, parar todo
t Z O; con DZ, Dw, Dg, Dw, ch, Dy, Dz, Dw, Dg y D¢
constantes positivas y conocidas. También se considera que
las posiciones z, y, z, y los angulos %, 6, ¢, asi como
sus respectivas velocidades, son medibles. Por propdsitos
de legibilidad, se usa la siguiente notacién: sx := sinz,
cr :=cosx y tx := tanx.

El objetivo de este trabajo consiste en regular de forma
robusta las posiciones z, y, z,y el angulo v, a pesar de las
incertidumbres y perturbaciones en el Quad-Rotor.

III. PRELIMINARES

Considere una ecuacién diferencial variante en el tiempo
[8], i.e.

dx(t)

dt

donde z(t) € R™ es el vector de estados, f : R>oxR"™ — R”

representa una funcién continua con respecto a x, medible

con respecto a t, y tal que f(¢,0) = 0. Asuma que la solucién

del sistema (2), para una condicién inicial g € R™ en el

instante de tiempo ¢y € R, se denota como x(t,to, o) y

estd definida en algin intervalo de tiempo [tg, %o +T') donde

0 < T < 0. Sea €2 un subconjunto abierto de R™ tal que
0eq.

Definicion 1. /8], [10]. En el punto de equilibrio x = 0, el
sistema (2) se dice:

1) Uniformemente Estable (UE) si para cualquier ¢ > 0
existe 0(¢€) tal que para cualquier xo € ), si ||zo| < d(€)
entonces ||x(t,tog,x0)|| < € para todo t > to, y cualquier
to € R.

2) Uniformemente Exponencialmente Estable (UEE) si es
UE y tiene convergencia exponencial desde ), i.e. para
cualquier xo € ) existen k,~ > 0 tales que ||z(t, to, xo)| <
E||lzo| e~ t=%), para todo t > to, y cualquier to € R.

3) Uniformemente Estable en Tiempo-Finito (UETF)
si es UE y tiene convergencia en tiempo-finito desde
Q, i.e. para cualquier Ty € § existe 0 < T <
+oo tal que x(t,to,x0) = 0 para todo t > to +
T%0, 'y cualquier to € R. La funcion Ty(zg) =
inf {T% >0 : z(t,to,z0) =0, YVt > to+ T7°} es conocida
como el tiempo de llegada del sistemas (2).

:f(t,I(t>), tZth tO €R7 (2)



Si Q = R", entonces en x = 0 el sistema (2) se dice
Globalmente UE (GUE), UEE (GUEE), o UETF (GUETF),
respectivamente.

Para los preliminares relacionados con la teoria de Modos
Deslizantes referirse por favor a [12].

IV. ESTRATEGIA DE CONTROL ROBUSTO

En esta seccion se presenta el disefio de la estrategia de
control robusto para regular las posiciones z, y, z, y el
angulo 1. Dicho esquema estd compuesto por controladores
continuos por Modos Deslizantes en cascada disefiados por
medio una estrategia jerarquica. Debido al desacoplamiento
que existe entre el control de posicion y la dindmica de
altitud, el modelo se puede ver como una serie de sub-
sistemas anidados. Por lo tanto, la altitud z y el angulo de
guifiada 1) representan el primer sub-sistema a ser regulado,
para regular después las posiciones horizontales x, y, y los
angulos de cabeceo 6 y alabeo ¢, respectivamente. El control
de posicidn horizontal serd disefiado como un control de alto
nivel, mientras que el control de orientacién como uno de
bajo nivel.

Considere la representacion en el espacio de estados del
sistema (1), i.e.

T = T2, To = um (s¢15¢1 + cprcyyshy),  (3a)
U1 = Y2, Y2 = Um (ch15015¢1 — cp1sd1),  (3b)
21 = 29, %3 = umecocd — g+ d.(t), (3¢)
U1 = o, o = Ty + dy(2), (3d)
01 = 03, 0, = 7o+ dy(t), (3e)
b1 = 2, do =Ty +dylt), (3)

donde los sub-indices 1 representan posiciones y angulos,
respectivamente; mientras que los sub-indices 2 definen las
velocidades correspondientes para cada una de las variables.

Se propone el siguiente controlador continuo en cascada

u = m(z3 — k;;cf(fzJ t 9)’ o= —ha, [02]°,  (4)

2 = 22+ sy [e5,]3 (4b)
Ty =t — kyy [op)®, U5 = —hy, [00)°, (40)
Py =2+ kuy [eg,]3 (4d)
To = 03 — ko, [po)? , 03 = kg, [00)° (4e)

o = 02 + ko, [eo, | %, (4f)

To =3 — ko, [0s]2, b3 = —ky [0]°, (4g)
0o = b2 + kg, [0, |7 | (4h)

0g = —(ky €0, + kuyx2)/9, (41)

¢a = (ky, ey, + ky,y2)/9, 4j)
donde [-]7 := |- |7sign(-), para cualquier v € R>; €5, :=
T1 — T, €y = Y1 — Yd» €2 1= 21 — 2d, €y, = Y1 — Vg,

eg, = 01—04, ey, := ¢1— @4 son los errores de regulacion,
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respectivamente; mientras que g, Y4, 24, ¥q € R son las
referencias deseadas, y k;,, ky,, i = 1,2, kzj, kwj, k@]., k¢j,
7 = 1,3, constantes de disefio.

El siguiente teorema describe las propiedades de conver-
gencia de la estrategia de control aqui propuesta.

Teorema 1. Sea el controlador continuo en cascada (4)
aplicado al sistema (3). Entonces, para ciertas constantes
positivas kg, ky,, i =1,2, kzj, kwj, kgj, k‘¢j, j=1,3, los
errores de regulacion e, y ey, serdn UETF, mientras que
los errores de regulacion e, y ey, serdn UEE.

Demostracion. La demostracion se hard de forma cons-
tructiva para cada uno de los sub-sistemas.

a) Control de altitud y guifiada. Sustituya el control (4a) —
(4b) en (3¢), 1.e.

2}1 = Z2,

1
22 = ZzZ3 — kzl [SOZJ 2+ dz(t)v
Z3 = _kzs RDZJ(]v

donde ¢, = z3 + ks, (ezljg. Defina z3 := z3 + d,(¢),
entonces se tiene que

€z, = 22, (52)
Zo =723 —ky [p2]2, (5b)
Z3 = —key [02]° + da(2). (5¢)

Note que la dindmica anterior es la misma que la dindmica
que presenta el algoritmo Continuo Singular Terminal de
Modos Deslizantes presentado en [6]. Basados en el enfoque
de la funcién de Lyapunov, se ha demostrado en [6] que si la
perturbacién d. (t) estd acotada, i.e. |d.(t)] < D., entonces
el sistema (5) es UETF para ciertas constantes positivas k.,
j = 1,3. De este modo, se tiene que z(t) = z4 para todo
t>T,.

Ahora sustituya la entrada de control (4¢) — (4d) en (3c¢),
y defina 3 := 13 + dy (1), ie.

€y = P2, (62)
Wy = 3 — ky, f%J% ; (6b)
by = —ky, [0y]” +dy(t), (6¢)

donde @y = VYo +ky, [ey, ] %. Por lo tanto, basados en [6], si
|dy(t)| < Dy, entonces el sistema (6) también es UETF para
ciertas constantes positivas kwj, j=1,3, y de este modo se
tiene que 1 = 14 para todo t > Ty,

b) Control de posicion longitudinal y cabeceo. Es claro que
para un tiempo T' = méx(T%,Ty), se tiene que e,, = z3 =



¢ = ey, =0,y por lo tanto (3a) y (3e) se reducen a

i.l = T2,
9'32 :gtﬁl,
0.1 = 023

0y = To + do(t).

Suponga que 6§ ~ tf y recuerde que 65 = 61 — ey,
Entonces, se obtiene que

T = T2,

é91 :927
92 =T+ dg(t).

Sustituya la entrada de control (4e) y la referencia (4i) en
la dindmica previa, y defina 05 := 03 + dp(t), i.e.

éw] = T, (73)
jjz = 9691 - kxlewl - kajzx27 (7b)
ég, = 02, (7c)
by = 05 — ko, [0 , (7d)
05 = —ko, [0o]° + do(t). (7e)

Por lo tanto, basados en [6], si |d9(t)| < Dg, entonces el
sistema (7c) — (7e) es UETF para ciertas constantes positivas
kg;, j = 1,3, y de este modo ey, = 0 para todo ¢ > Tp.

Asi, el sistema (7a) — (7b) se reduce a
ézl = 1'2,
Tg = _kzleml - kxsza

y por lo tanto, para ciertas constantes positivas kz,, ¢ = 1, 2,
es facil demostrar que e, es UEE.

¢) Control de posicion lateral y alabeo. Recuerde que para
un instante de tiempo T = méx(T;,Ty), €., = 23 = ¢, =
ey, = 0. Suponga que ¢ ~ t¢ y que ¢q = ¢1 — eg,.
Entonces, se tiene que (3b) y (3f) se pueden reducir de la
siguiente forma:

U1 = Y2,
Y2 = —gey, — gPd,
é¢1 = ¢27

ég = T4+ d¢(t).

Sustituya la entrada de control (4g) y la referencia (4j) en
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la dindmica previa, y defina ¢3 := ¢3 + dy(t), i.e.

€y = Y2, (8a)
U2 = —geg, — ky, ey, — Ky, 2, (8b)
€py = P2, (8c)
o = 63 — kg, [04]? (8d)
B3 = —kgy [05]° + dy (D). (8¢)

Basados en [6], si |dy(t)] < Dy, se tiene que el sub-
sistema (8c) — (8e) también es UETF para ciertas constantes
positivas kg, j = 1,3, y por lo tanto, se tiene que ey, = 0,
para todo t > Tj.

De este modo, el sistema (8a) — (8b) se puede re-escribir
de la siguiente manera

ey1 = Y2,
Y2 = 7ky16y1 - kyQ‘TQv

y para ciertas constantes positivas ky,, ¢ = 1,2, uno puede
demostrar que e,, es UEE. La demostracién concluye en este
punto. O

Observacion 1. Es importante sefialar que las sefiales de
control u, Ty, Tg y Ty Son continuas y robustas contra
perturbaciones acotadas y Lipschitz continuas. Ademds, note
que la robustez del controlador propuesto permite usar un
modelo simplificado del Quad-Rotor, dejando la dindmica no
modelada como parte de las perturbaciones.

V. RESULTADOS DE SIMULACION

El Quad-Rotor descrito por (1), con m = 1[kg] y g =
9.81[m/s?], y el controlador continuo en cascada (4), son
implementados en Matlab Simulink®. Los parametros del
controlador se describen en el Cuadro /. Con propdsitos
de comparacion, también es implementada una estrategia de
control PD jerarquico [7]. El Cuadro I también muestra las
ganancias para los controladores PD, con sub-indice p para
la ganancia proporcional, y sub-indice d para la derivativa.

Todas las simulaciones han sido implementadas con el
método de integracion de Euler y con un tiempo de muestreo
igual a 0.001[seg]. Las perturbaciones presentan la misma
estructura, i.e.

d(t) = 0.5sin(t) + 0.1.

Los resultados de regulacién se describen en la Fig. 2. Es
facil ver que la estrategia de control robusto aqui propuesta es
capaz de lidiar con las perturbaciones que afectan la dindmica
del Quad-Rotor alcanzando sin problemas las posiciones
deseadas. Por otra parte, es claro que el control PD jerdrquico
genera algunas oscilaciones no deseadas.

Las sefiales de control se pueden ver en la Fig. 3. Eviden-
temente, la estrategia de control propuesta requiere un poco
mds de energia para compensar las perturbaciones corres-
pondientes. Sin embargo, haciendo una comparacién con la
energia que requiere la estrategia de control PD jerarquico,
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Figura 2. Posiciones y Angulos de Euler. Comparativo del comportamiento del Quad-Rotor ante perturbaciones.
Cuadro I .
PARAMETROS DE LA ESTRATEGIA DE CONTROL Quad-Rotor de forma robusta para cierta clase de perturba-
PARAMETRO | MODOS DESLIZANTES | PDs ciones afectando el' sistema. La regulac1on'esta compuesta de
controladores continuos por Modos Deslizantes en cascada
keys ke, 0.6857 0.6857 . . . . .
que proporcionan regulacién uniforme y en tiempo-finito.
kyys kay, 1.4286 0.6857 .G .

¢ De nuestro conocimiento a la fecha, esta es la primera
ky,, ky 0.0699 0.0699 . .

P vez que se aplica un controlador robusto y continuo por
kyss ky, 0.1456 0.1456 Modos Desli lar 1 .. los dneul
" 5 3 odos Deslizantes para regular las posiciones y los dngulos
kzl’ kzp de un Quad-Rotor. Los resultados de simulacién ilustran la

ZZ}{; Zd ? 3 efectividad de la estrategia de control propuesta.
z3 -
s Ky 5 2 AGRADECIMIENTOS
D
kg, ky, 2 3 H. Rios y J. Gonzdlez-Sierra agradecen el apoyo financiero
kys, 1 - por parte del CONACYT 270504 y 266524, respectivamente.
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Resumen—Este trabajo aborda el problema de coordinar
dos Quad-Rotors para su posicionamiento en una referencia
deseada utilizando el esquema lider-seguidor. La estrategia de
control desarrollada es robusta ante perturbaciones y se basa
en las técnicas de control por Modos Deslizantes continuos.
Se presentan simulaciones numéricas que ilustran el correcto
desempeiio de la estrategia de control.

I. INTRODUCCION

OS vehiculos aéreos no-tripulados (UAVs por sus siglas

en inglés) han tenido dltimamente un auge importante
debido a la gran variedad de aplicaciones que se pueden
encontrar en diversas dreas (salud, vigilancia, transporte,
exploracién de zonas, mapeo, localizacion de objetos, super-
visiébn y mantenimiento de redes eléctricas, etc.). Entre los
diferentes tipos de UAVs, se encuentran los Quad-Rotors.
Este tipo de vehiculos es el mds usado en la investigacién
y en el desarrollo de aplicaciones debido a su tamafio y a
su modo de vuelo. Algunas de sus aplicaciones se pueden
encontrar en [12], [19], [21], [22]. Ademads en la literatura
existe una gama amplia de estrategias de control para esta-
bilizar al Quad-Rotor y/o para que realice el seguimiento de
trayectorias deseadas [3], [9], [10], [20], [25].

Una de las principales dreas de investigacion es la de coor-
dinacién de movimiento. Especificamente se busca disefiar
una ley de control de formacién que permita que un grupo
de robots moviles se mantengan en un patrén geométrico
deseado, para que éstos, ejecuten una tarea dada.

Algunos trabajos relacionados con control de formacién de
UAVs son [4], [7], [15]. En primera instancia, en [4] se pro-
pone un método para que un grupo de robots heterogéneos,
conformados por Quad-Rotors y robots mdviles terrestres
se comuniquen entre si para realizar tareas de busqueda
y rescate; en [7] se proponen condiciones suficientes y
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necesarias para que un conjunto de Quad-Rotors formen un
patrén geométrico y sigan una trayectoria bajo topologias de
interaccidon que cambian conforme éstos avanzan; en [15] se
presenta la coordinacién entre un Quad-Rotor y un vehiculo
de superficie no-tripulado, para inspeccionar los litorales del
mar. En el mismo contexto, en [11] se presenta el control
de multi-agentes para formacién de patrones geométricos
con evasion de obstaculos y colisiones basandose en campos
vectoriales repulsivos. Por otra parte, en [18] se desarrollan
estrategias de control, basadas en funciones de transferencia,
para que dos Quad-Rotors se ubiquen en una posicion desea-
da y realicen el seguimiento de una trayectoria asignada.
En este dltimo caso, se hacen evidentes las perturbaciones
de aire que producen los mismos Quad-Rotors, realizando
movimientos no deseados. En [6] se disefia un controlador ro-
busto basado en un observador de perturbaciones por Modos
Deslizantes para lograr vuelo en formacién. La desventaja
de este trabajo radica en que la formacién sélo es posible
para configuraciones triangulares. Debido a esta restriccion,
algunos patrones geométricos no pueden ser realizados. Ade-
mds en [1] proponen un controlador 6ptimo de tiempo-finito
para un Quad-Rotor, operando bajo condiciones severas de
viento, tomando en consideracién que las acciones de control
solo afectan a la dinamica rotacional. Finalmente, en [17]
disefian un controlador en tiempo-finito para estabilizar el
modelo linealizado de un Quad-Rotor.

Este trabajo se enfoca en regular de manera robusta la
salida para un grupo de Quad-Rotors de tal modo que formen
un patrén geométrico deseado. El enfoque utilizado para
disefar las estrategias de control estd basado en las técnicas
de Modos Deslizantes, las cuales son capaces de regular de
manera robusta la posicion y orientacién de cada Quad-Rotor
tomando en cuenta la presencia de perturbaciones que actuan
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en el modelo. La estrategia propuesta estd compuesta por
controladores por Modos Deslizantes continuos en cascada
que proporcionan estabilidad uniforme y en tiempo-finito.

Este trabajo se desarrolla de la siguiente manera. El plan-
teamiento del problema se presenta en la Seccién II, mientras
que en la Seccién III se introducen algunos preliminares.
La Seccion IV presenta la estrategia de control robusto asi
como un andlisis de estabilidad. En la Seccién V se ilustran
los resultados obtenidos en la simulacién numérica y en la
Seccién VI se mencionan las conclusiones.

II. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Considere un grupo de dos Quad-Rotors N = { Ry, Ra}.
La dindmica de cada uno de ellos estd descrita por las
ecuaciones de Euler-Lagrange (Fig. 1)

Uj

T; = o (sin ¢; sin; + cos ¢; cos ; sin 6;), (1a)
i = %(COS @i sin 0; sin 1p; — cos ¥; sin @), (1b)
% = L cos gy cos; — g + d, (1), (1c)
i = Ty, + dy, (t), (1d)
0; = 7o, + dg, (1), (le)
¢l :7-¢'i +d¢i(t)’ (11)

para todo ¢ = 1,2, donde z;, y;, 2; € R definen la posicién
del centro de masa de cada Quad-Rotor en un espacio de
tres dimensiones, 1;, 0;, ¢; € R son los dngulos de guifiada,
de cabeceo y de alabeo respectivamente. Las entradas de
control 7y,,7s,, T4, € R corresponden a los momentos de
guifiada, de cabeceo y de alabeo, respectivamente. La cuarta
entrada de control estd dada por el empuje total u; € R, m; €
R< o corresponde a la masa de cada Quad-Rotor y g es la
aceleracion de la gravedad. Por simplicidad se considera que
los dos Quad-Rotors tienen la misma masa, i. e. m; = m, i =
1, 2. Ademads, se considera que el sistema (1) estd perturbardo
por los términos d, (t), dy,(t), de,(t) y dg,(t), los cuales
se asume que estdn uniformemente acotados y son Lipschitz
continuos, i.e. |ds,(t)] < D.,, |dy, ()] < Dy,, |do,(t)] <
Dy, |dg,(t)] < Dgy,, asi como su derivada |d,, (t)| < D,,,
|d1ﬁ1(t)| < wa d97(t)‘ < Dgi, d¢7(t)| < D@? para todo
t > 0; con constantes positivas conocidas D, Dy,, D,,
Dy,, D.,, Dy,, Dy, y Dgy,. Para mas detalles, en [16] se
presenta un modelo mas completo del Quad-Rotor. Ademas,
para una ficil lectura, se utiliza la siguiente notaciéon sx :=
sinz, cx :=cosz y tx := tanx.

El objetivo de este trabajo es regular de forma robusta las
posiciones x;, y;, 2;, y el angulo ¥;, ¢ = 1,2 a pesar de las
incertidumbres y perturbaciones presentes en el modelo, de
tal manera que formen en un patrén geométrico deseado.
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Figura 1. Diagrama del Quad-Rotor en un marco inercial. Las fuerzas f1,,
f2;+ f3;+ fa, corresponden al empuje de cada motor del i-ésimo Quad-Rotor

4
y se relacionan directamente con los momentos angulares i.e. u; = > fj.,
j=1

j=
Fp = B(—f1, + fa, — fa, + fa,)» 7o = U(fa, — 1) 7o = I(f3, — f1,)
donde B es una constante que depende de las caracteristicas del rotor y [
la distancia del centro de masa al rotor.

III. PRELIMINARES

Considere una ecuacion diferencial variante en el tiempo
[13] dada por
dx(t)
da
donde z(t) € R™ es el vector de estado; f : R>o xR"™ — R™
es una funcién continua con respecto a x y medible con
respecto a t y f(¢,0) = 0. Se asume que la solucién del
sistema (2) para una condicion inicial o € R™ en un instante
de tiempo ty € R estd dada por z(t,tg,zo) y estd definida
en algidn intervalo de tiempo [tg,tg+7) donde 0 < T < oo.
Sea (2 un subconjunto abierto R™, tal que 0 € .

ft,z(t)), t > to, to € R, 2)

Definicion 1. [13], [23]. En el punto de equilibrio x = 0, el
sistema (2) se dice:

= Uniformemente Estable (UE) si para cualquier € > 0
hay un 6(e) de tal manera que para cualquier x € €,
si |zo| < 6(€) entonces |x(t,tg,x0)| < € para todo
t > to, para cualquier ty € R.

» Uniformemente Exponencialmente Estable (UEE) si es
UE vy tiene convergencia exponencial desde ), i.e.
para cualquier xo € Q se tiene que ||x(t,to, zo)| <
kl|zolle= %) con k, v > 0 para todo t > to, y
cualquier ty € R.

» Uniformemente Estable en Tiempo-Finito (UETF) si
es UE y converge en tiempo finito desde (), i.e. pa-
ra cualquier vy € § existe 0 < T < 400
tal que x(t,to,x9) = 0 para todo t > tg + T™°,
para cualquier to € R. La funcion Ty(xg) =
inf {T7° > 0: z(t,to,z9) =0, Vt >to+ T} se de-
nomina tiempo de establecimiento del sistema (2).

Si QQ = R"™, entonces se dice que x = 0 es globalmente UE
(GUE), UEE (GUEE), UETF (GUETF), respectivamente.

14



Sear; = [a:i vi zi Ui 0; (MT, 7= 1,2 el vector
de posicién y orientacién de cada Quad-Rotor en un espacio
de tres dimensiones. A través de una grafica de formacién
se puede modelar la forma de comunicacion entre los Quad-

Rotors y establecer el patrén geométrico deseado entre ellos.

Definicion 2. [5]. Una grdfica de formacion G = {N,E,C}
consiste de un conjunto de vértices N = {Ry,...,R,}, el
cual corresponde a cada Quad-Rotor del grupo; un conjunto
de aristas E = {(RjR;) € N x N,i # j} que denotan que
el Quad-Rotor R; recibe informacion del Quad-Rotor R; y
un conjunto C = {c;; € R*|(R;R;) € N x N,i # j}
que representa un vector de posicion relativa deseada del
Quad-Rotor R; con respecto al Quad-Rotor R;.

En este trabajo se considera la grafica de formacién directa
de cadena abierta,también conocida como esquema lider-
seguidor [2], [14], donde R, esel lidery R; cont=1,n—1
son los seguidores. Por simplicidad, en este trabajo sélo se
considera la coordinacién de dos Quad-Rotors. El vector de
posicion y orientacién deseado para cada Quad-Rotor esta
dado por

T2 + c21,
Y2 + Cc21,
o= Z2 + a1,
1 wQ )
*
07
*
ol

r; = mg(t),

(3a)

(3b)

donde co1 = [c21, a1, czlz]T es un vector de formacién
invariante en el tiempo el cual especifica la posicion relativa
deseada entre el Quad-Rotor Ry y el Quad-Rotor Ry y
my(t) = [xd Ya 24 Ya By (bd]T es la trayectoria
deseada. En este caso se considera que x4, Y4, 24 Y ¥4
son referencias deseadas constantes. El error de formacion
estd dado por €, = r; —r;, con ¢ = 1,2, donde e; =
[emi €y, €z €y, €y, e¢i]T. Los vectores de error de
posicion y orientacién para cada coordenada estan dados por

T T
e = e ex] o ey =ey ey]

T T
e, = [621 622} s €y = I:ewl ewz] ,

T T
€y = [691 602] y € = [eqbl e¢2] y

y los vectores de error de velocidad para cada coordenada
se definen como

T T
€z = [5931 59«’2} ’ €y = [Eyl Eyz] )
T T
€2 = [621 522} , &y = [61[11 6’1/12] )
T T
g0 = leo, co] . €s=leor E4s]

donde e,;, = @; — &7, €y, = Ui — Y;» €2 = Zi — 2], €y =
Vi — P, 0, =0; — 07,y €p, = s — @ coni=1,2.

Por otra parte, para més detalles sobre la teorfa de Modos
Deslizantes, referirse a [24].
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IV. ESTRATEGIA DE CONTROL

Los controladores en cascada propuestos para los Quad-
Rotors se disefian por medio de una estrategia jerdrquica.
Debido al desacoplamiento entre el control de posicién y la
dindmica de la orientacién, el modelo puede representarse
como una serie de subsistemas anidados. De esta manera, el
dngulo de guifiada y la altura son los primeros subsistemas
en ser regulados; posteriormente la posicién longitudinal y
lateral y los dngulos de cabeceo y alabeo, respectivamente.
El control de posicién en el plano horizontal se disefia
como un controlador de alto nivel mientras que el control
de orientacién como un control de bajo nivel.

A continuacién se propone el siguiente controlador en
cascada para todo i = 1, 2,

(22 - kzl (@@JE +g)

Uy =M et , (4a)

oy = 1= ey f;?g;) + tactacds (4b)
5=k [02 10, @a o =mes, Atk e ]t (40)

Tys = 2 — by [Bya) (4d)
Fon = P01 — Fyy [Gun)? + Ty, (4e)

Ui = ko [06,)°, Buw =gy Ty e, )5, @)

T, = 0 — ko, [@0,]? (4g)

0; = —ko, [76:1°,  @o, = €0, + Ko, (%J% ) (4h)

Too = bi — kg, [B.%, (40)

bi = ko, [00,)", Po. =0, +hoy[es )3, (4))

0. = ; (—Raer — Ko, X

b, = % (K e, +Ky,e,), (41)
donde la funcién [-]7 := |- |7sign(-), para cualquier va-
lor de v tal que 7 € Rso, ©4 = [07 04]", ®4 =

T . -
[qﬁ ¢d] son los vectores de orientacién deseados, K, =
diag {key,, kas, }» Ky, = diag {ky,,, ky,, }, con £ = 1,2,
son matrices diagonales de ganancias.

Teorema 1. Sea el controlador continuo en cascada (4)
aplicado al sistema (1). Entonces, para ciertas constantes
positivas ky,,. ko, £ =1,2, k., ky,, ko,, kg,, p = 1,3,
los errores de formacion e, ey,, eq, y €4, con i = 1,2
serdn UETF, mientras que los errores de formacion e, ey,
con 1 =1,2 serdn UEE.

Demostracion. La demostracion se hara de forma construc-
tiva para cada uno de los sub-sistemas.

a) Control de altura y de guiiiada. Sustituyendo el control
(4a), (4b) y (4c) en (Ic) y expresdndolo en términos de
las coordenadas del error, se obtiene el siguiente sistema en

15



forma vectorial

éz = &, (Sa)
E, = 7k, &2 (5b)
7z = —k,® +Cd., (5¢)

donde C' = {1 _11} y

0
0._ I—szljo T . dzl
B [fm“} 4= H ’
(6)

conz =[5 %] donde ) = z1+d., —ds, y 2 = Zotd.,.
Tomando en cuenta que la dindmica (5) tiene la misma es-
tructura al Algoritmo Continuo Singular Terminal de Modos
Deslizantes [8], se puede concluir que si las perturbaciones
d,, con i = 1,2 estén acotadas, i.e. |d., (t)] < D.,, entonces,
para algunos valores positivos de Ezp, conp =1,3, (5 es
UETF y por lo tanto z3(t) = z4, mientras que z;(t) = 27,
para todo t > T..

Posteriormente, considerando que el dngulo de guifiada
deseado 14 es constante, se sustituye el control (4d), (4e),
(4f) en (1d) obteniendo el siguiente sistema en términos de
las coordenadas del error

[E—

83

o [f%
[@ZzJ

&y = €y, (72)
€y = % —ky @, (7b)
B = —ky,®)+ Cdy, (7¢)

~ ~ ~ T ~ — ~ —
donde ¥ = [¢; 1/12]1 con Y1 = Y1 +dy, —dy,, Y2 = Yo+
dy,, y los vectores @i, @%, (.11/, se definen de manera similar

a (6). De nueva cuenta, basados en [8], si |dy, (t)| < Dy,,
entonces (7) también es UETF para algunos valores positivos
de l::%, conp =13y ¢ =}, con i = 1,2 para todo
t>Ty.

b) Control de posicion longitudinal y cabeceo. Resulta
claro que para un tiempo 7' = méx(T,,Ty), €, = Z; =
@ = ey, = 0, con i = 1,2. Suponga que t0; ~ 0;
y recuerde que 0; = e, + 07, con ¢ = 1,2. Entonces,
sustituyendo el control (4g), (4h), (4k) en (la) y (le), vy,
representandolo en las coordenadas del error, se tiene

é:z: = E&g, (83)
€, = gCey—K, Ce, —K,,Ce,, (8b)
& = ey, (8c)
¢o = O ko @, (8d)
0 = —ko,®)+ds— Oa, (8e)

donde 6 = [51 ég}T, con O; = 0, + dy,(t) — éf, 0y =
- . ey e . 1

Oy +dg, (t)— 04, & = [67 §a]", dg, ®F y BY se definen
de manera similar como en el caso anterior. Nuevamente,
basados en [8], si |dg,(t)] < Ds,, entonces el subsistema
(8¢)-(8¢) es UEFT para algunos valores positivos kg, con

p=1,3, y por lo tanto eg, = 0, ¢ = 1,2, para todo ¢t > Tj.
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Note que los términos §7 y @4 estdn acotados debido a la
suavidad del término 6}, con i = 1, 2.
En consecuencia, (8a)-(8b) se reduce a

con

donde 05 es una matriz de ceros de 2 x 2 e Iy es la matriz
identidad de 2 x 2. Realizando una adecuada permutacién de
la matriz A de tal manera que se pueda expresar como una
matriz diagonal superior a bloques, entonces, para cualquier
valor positivo de los pardmetros de la matriz K,,, con ¢ =
1,2, la matriz A es Hurwitz y por lo tanto e, es UEE.

c) Control de posicion lateral y alabeo. Recordando que
para un tiempo T' = méax(T,Ty), €, = % = @z, = €y, =
0. Suponga que t¢; = ¢; y ¢p; 1= eg, +¢7, i = 1,2. Tomando
en consideracién un procedimiento similar al caso previo,
utilizando la estrategia de control (4i), (4j), (4]) en (1b) y
(lf)’ con ¢y = ¢1 + d¢1 (t) - (bT’ ¢2 = ¢ + d¢2(t) -
¢4, el sistema, en términos de las coordenadas del error, se
reescribe de manera matricial como

&y = &y, (9a)
g, = —gCes—K, Ce,—K,Ce,, (9b)
é¢ = &y, (9C)
gy = &—Fky 3, (9d)
¢ = —ky,®%+ds— D, (%e)

~ ~ ~ “ee oo . 1
donde & = [f1 ] . & = [6] 4. dy @2, @
se definen como en el caso anterior. Basados en [8], si
|dg,(t)] < Dy,, entonces el subsistema (9c)-(9¢) también
es UETF para algunos valores positivos I%% conp = 1,3
y €s;, = 0, con i = 1,2 para todo ¢ > Tj. Note que los
términos Qﬁ; y ¢, estan acotados debido a la suavidad del
término ¢;, con ¢ = 1, 2.

Por lo tanto, (9a)-(9b) se reescribe como

éy :A ey
Ey ey)’

0, L
A= {Kylc ch] :

con

Realizando una adecuada permutacién de la matriz A de
tal manera que se pueda expresar como una matriz diagonal
superior a bloques, entonces, para cualquier valor positivo
de los pardmetros de la matriz KW, con { = 1,2 la matriz
A es Hurwitz y e, es UEE. De esta manera se concluye la
prueba. O

Observacion 1. Las entradas de control w;, Ty, To, ¥ Te,»
con i1 = 1,2, son robustas ante cualquier perturbacion aco-
tada y Lipzchitz continuas. Ademds, note que la robustez del
controlador propuesto permite usar un modelo simplificado
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Cuadro 1
CONDICIONES INICIALES

Pardmetro Seguidor Lider
Posicion (—2 0 O) (O 0 O)
(l“z' Yi Zz)
Orientacion | (§ 0 0) | (5§ 0 0)
(i 0; ¢i)

Cuadro II

PARAMETROS DE LAS ESTRATEGIAS DE CONTROL.

Pardmetro Valor
s ks Koys kg, 5
2 Kpns Koys Ky 2
s> kg Koy Koy 1

T | 3

del Quad-Rotor, dejando la dindmica no modelada como
parte de las perturbaciones.

V. SIMULACIONES NUMERICAS

Los pardmetros del Quad-Rotor presentado en (1) son
m = 1[kg] y g = 9.81]m/s?]. La simulacién se implement6
con el método de integracién de Euler con un tiempo de
muestreo de 0.001[s]. Las perturbaciones tienen la siguiente
estructura

d-, (t)
dei (t)

El Cuadro I presenta las condiciones iniciales para cada
Quad-Rotor. La referencia deseada para el lider estd dada por
my(t) =2 4 5 0 64 ¢a] y los vectores de posi-
cioén estatico se definen de tal manera que los Quad-Rotors
formen en una linea con una pendiente de 45° con respecto
al plano horizontal, esto es, co; = [—2 —2 —1] . El
Cuadro II muestra los valores de los pardmetros para las
estrategias de control (4).

La Fig. 2 describe la trayectoria que realiza cada Quad-
Rotor para alcanzar la posiciéon deseada, logrando formar
el patrén geométrico deseado atin ante la presencia de
perturbaciones.

Por otra parte, en la Fig. 3 se aprecia que los dngulos de
orientacion de cada Quad-Rotor convergen a cero.

Finalmente, la Fig. 4 ilustra las sefiales de control requeri-
das para que los Quad-Rotors se posicionen en la referencia
deseada.

cos(t) + 0.2,
0.5 cos(0.5¢),

dy, () = 0.3sin(0.6t) — 0.5,
dg,(t) = 0.7sin(t), i=1,2.

VI. CONCLUSIONES

Este trabajo presenta una estrategia de control robusta
basada en la técnica de Modos Deslizantes continuos que
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Figura 2. Trayectoria de los Quad-Rotors.
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Figura 3. Angulos de orientacién de los Quad-Rotors.

proporcionan una regulacién uniforme y en tiempo finito
para lograr que un grupo de Quad-Rotors se formen en
un patrén geométrico deseado utilizando el esquema lider-
seguidor y que ademds estdn afectados por cierta clase de
perturbaciones. Los resultados de simulacién indican que,
atin ante la presencia de perturbaciones, se logra la formacién
deseada.

Como trabajo futuro, se busca extender estos resultados
a n nimero de Quad-Rotors, implementar observadores de
estado para estimar algunos de los pardmetros del modelo,
evasion de colisiones y seguimiento de trayectoria.
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Abstract — El presente trabajo consiste en el modelado
cinematico y dindmico de la mitad inferior de un robot bipedo
humanoide de 12 grados de libertad. Los eslabones se proponen
con dimensiones semejantes a las de un ser humano. La idea
principal es contar con un modelo que sirva como base para
desarrollar un prototipo de bajo costo para aplicaciones
didacticas.

I. INTRODUCCION

El campo de la robotica en los ultimos afios ha adquirido
mucha importancia debido a la necesidad de la sociedad que
demanda maquinas con capacidad de desarrollar tareas de
manera autonoma y segura, ademas que sirvan para asistir a los
seres humanos en diferentes &mbitos.

Un robot humanoide es un robot cuyo cuerpo tiene la forma
de un ser humano, por esta razon posee las mismas limitaciones,
tanto de movimientos como de acciones. La principal ventaja de
estos robots es la capacidad de utilizar objetos disefiados para
seres humanos, como escaleras, automoviles, puertas, entre
otros. Los robots humanoides son muy utilizados para asistir a
personas enfermas o de edad avanzada, asi como para realizar
tareas peligrosas.

Un ejemplo de lo anterior es el robot Atlas [1] desarrollado
por Boston Dynamics. Dicho robot cuenta con 28 grados de
libertad actuados de manera hidraulica. El robot tiene una altura
de 187.96 cm y un peso de 149.68 kg. Un ejemplo de un robot
humanoide disefiado para asistir personas es el robot
WABIAN-2R [2], el cual tiene una altura de 1.48 m y un peso
de 64 kg. Con la tecnologia actual, se pueden disefar piezas
para robots e imprimirlas mediantes impresoras 3D. Algunos
ejemplos de esto son el robot humanoide DyRos [3], el cual
cuenta con 12 grados de libertad y el robot humanoide Lola [4].
Estos sistemas robdticos son de costo monetario elevado, lo cual
los hace inaccesibles para mucha gente.

En [5] se mencionan diferentes métodos para obtener el
modelo dinamico de un sistema bipedo, del cual resulta de
interés el método de Euler-Lagrange para sistemas bipedos con
una fase de soporte simple. En [6] se obtiene el modelo
cinematico y dinamico de un sistema bipedo de 5 grados de
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libertad en cada pierna, y uno en la cadera, resultando en un
sistema de 11 grados de libertad en total, lo cual restringe su
movilidad.

En este trabajo se propone el modelo de la parte inferior de
un robot humanoide con 12 grados de libertad. Los elementos
de dicho sistema son geometrias simples, permitiendo que el
modelo matematico sea sencillo, lo cual hace que su
construccion sea facil y de bajo costo.

II. DISENO DEL ROBOT BiPEDO HUMANOIDE

Para este trabajo se disefid un sistema bipedo humanoide
basandose en los movimientos que un ser humano es capaz de
realizar Los grados de libertad indican la cantidad de
movimientos que pueden realizar cada junta, asi como los ejes
en los que se podra actuar dichas juntas. El ser humano puede
realizar tres movimientos con la cadera, lo que significa que la
cadera consta de tres grados de libertad. La rodilla solo puede
realizar un movimiento, por lo cual tiene un solo grado de liber-
tad. Al igual que la cadera, el tobillo consta de tres grados de
libertad. Sin embargo, en el presente trabajo se utilizaran solo
dos grados de libertad, esto debido a que el tercer grado de
libertad se puede omitir sin perjudicar la marcha humana. Puede
concluirse que el sistema tendra 6 grados de libertad en cada
pierna, y cada pierna serd independiente con respecto a la otra,
lo cual resulta en un sistema de 12 grados de libertad.

El sistema cuenta con dimensiones semejantes a la de un ser
humano. En [7], se muestra el promedio de las dimensiones
fisicas de diferentes seres humanos de diferentes edades, de las
cuales las dimensionesrelevantes se muestran en la Tabla 1.

Una vez que se definen los grados de libertad y las
dimensiones requeridas, se procede a seleccionary dimensionar
las articulaciones y los eslabones. Como el presente trabajo se
enfoca en el estudio del sistema y su locomocion, se
simplificara el disefio mecanico. Para los eslabones y
articulacionesse establecen las siguientes limitantes:

e Los eslabones son de geometrias sencillas y no
presentan deformaciones.

e FEl material elegido para el sistema es hierro 0.6010
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(EN-GJL-100) de la norma DIN, con una densidad de
7250 kg/m’.

e Los torques aplicados se desarrollan en las

articulaciones de manera directa.

e Ladensidad de los eslabones es constante.

Dimensiones de miembro inferior de trabajadores
industriales, 18 a 65 afios, sexo masculino
Dimension Promedio [cm]
Altura trocanter mayor 87.3
Alturarodilla 47.8
Diametro bitrocantéreo 342
Longitud de pie 23.2
Anchura de pie 9

Tabla 1: Dimensiones de miembros inferiores de un mexicano promedio.

El sistema disefiado se muestra en la figura 1:

Trocénter

3 Grados de libertad

Rodilla

1 Grado de libertad

Tobillo

2 Grados de libertad

Fig. 1. Propuesta de robot bipedo.

El sistema bipedo cuenta con puntos de interés relevantes
durante el desarrollo de la cinematica, dichos puntos se
muestran en la figura 2. La pierna derecha se nombrard como
pierna 4, mientras que la pierna izquierda es la pierna B. Asi
mismo, en el centro de la cadera se define un punto C, el cual
divide la cadera en partes iguales. Cada articulacién es un punto
de interés, esto quiere decir que el tobillo tiene dos puntos de
interés ubicados en el mismo lugar, pero realizando diferente
rotacion. Lo anterior se cumple de igual forma con la cadera.
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pero con tres puntos de interés.

Fig. 2. Puntos de interés.

I11. MODELADO CINEMATICO Y TRAYECTORIA

Un modelo cinematico es el conjunto de ecuaciones que
describen los movimientos de los eslabones de un sistema con
respecto a un sistema de referencia. Esto significa que el modelo
cinematico permite conocer las velocidades, aceleraciones, y
posiciones que adoptan cada uno de los elementos de un sistema
durante la realizacion de una actividad.

Sin embargo, el modelo cinematico no considera las fuerzas
que causan dicho movimiento. El estudio que relaciona el
movimiento con las fuerzas asociadas se denomina modelo
dindmico.

Para desarrollar el modelo cinematico y dindmico, es
necesario realizar un diagrama esquematico del robot, en el cual
se etiqueten sus dimensiones, angulos y planos de referencia.
Este diagrama nos sirve para visualizar el sistema de una forma
simplificada, asi como para reconocer los puntos de interés de
nuestro sistema. Lo anterior se muestra en la Figura 3.

A. Cinematicadirecta

La cinematica directa proporciona una ecuaciéon que
relaciona las configuraciones de todos los eslabones que se
encuentren en la cadena cinematica, con el fin de determinar las
coordenadas y orientacion en las que se encuentra el eslabon
final con respecto a un sistema de coordenadas de referencia
fijo.

El método utilizado para resolver la cinematica directa es el
método de las matrices de transformacion homogéneas, la cual
consiste en una matriz de 4x4 que esta compuesta por cuatro
submatrices [8].
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Fig. 3. Diagrama esquematico.

R3x3 D1xs3
T = x
{flx3 1

En donde:

° R3X3 es una matriz de 3 X3 que representa la
rotacion de un plano coordenado con respecto a un
plano de referencia.

e DP1x3 se conoce como vector de posicion, el cual se
compone de la distancia que existe desde el punto de
origen hasta la ubicacion de nuestra matriz de
transformacion homogénea. Los elementos de este
vector son la distanciaen el eje x, eje y y eje z.

e J1x3 es la transformaciénde perspectiva, la cual nos
indica como varia la distancia del sistema con respecto
a un espectador Para este caso de estudio se
mantendran sus valores en cero.

e [ esel factor de escala global.

Con el fin de identificar de forma sencilla el eje en el cual se
realiza el giro, se proponen los siguientes nombres para los
giros:

e Si gira con el eje x como pivote: alfa (a), siendo
positivo en sentido de las manecillas del reloj.

e Si gira con el eje y como pivote: phi (¢) siendo
positivo en sentido de las manecillas del reloj.

e Si gira con el eje z como pivote: theta (6) siendo
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positivo en sentido de las manecillas del relo;j.

El sistema se divide en dos cadenas cinematicas, una de
ellas es la pierna derecha (pierna A) hasta el punto medio de la
cadera (punto C), la segunda cadena cinematica es la pierna
izquierda (pierna B) hasta el punto medio de la cadera (punto
(). Asi mismo, el modelo cinematico se divide en dos fases:
Fase de soporte derecho, la cual consiste en utilizar la pierna
derecha como soporte del sistema, siendo la pierna izquierda la
pierna de balanceo; Fase de soporte izquierdo, en la cual la
pierna izquierda es la pierna de soporte, por lo que la pierna
derecha es la pierna de balanceo.

La cinematica directa que se desea modelar consiste en
encontrar la posicion y orientacion de los efectores finales de
ambas cadenas cinematicas durante las dos fases en la que se
dividi6é la marcha. Esto quiere decir, que en la fase de soporte
derecho uno de los efectores finales es el punto medio de la
cadera (punto C), mientras que el otro efector final de la
segunda cadena cinematica es el pie izquierdo (punto B). Asi
mismo, en la fase de soporte izquierdo el primer efector final es
el punto medio de la cadera (punto C) y el segundo efector final
es el pie de la pierna de balanceo (punto 4, ya que la pierna de
balanceo es la derecha). Es importante recordar que en ambas
fases se toma como punto de partida el punto 0.

La matriz de transformacion homogénea de cada efector
final se obtiene al multiplicar cada una de las matrices de
transformacion homogéneas de los puntos de interés de dicha
cadena cinematica. Al ser una multiplicacién de matrices, es
importante respetar el orden en el que se realizan dichas
multiplicaciones. Lo anterior genera una matriz de la forma :

11 T2 Ti3 Ti4
OTn 21 T22 T23 T24
31 T32 T33 T34

0 0 0 1

rij =rij(gr) k=1,2---n

En donde el superindice izquierdo es el sistema de
referencia base y el subindice derecho el sistema de referencia
movil del eslabon final de la cadena cinematica. Cada elemento
de la matriz de transformacion homogénea °T, es una ecuacion
no lineal compuesta de los angulos ¢, que se encuentran en la
cadena cinematica.

1. Fase de soporte derecho.

La cinematica directa del efector final de la primera cadena
cinematica (punto C) se obtiene al resolver:

O0p _ Op Adgp Alg  A25 A3 Adg A5 A6
Te = Ty Ty " Ty Ty Ty Tys Ty Te (1)
El segundo efector final (punto B) se obtiene resolviendo:
Cp _ Cp B6p BSp Bdq  B3p B2 Bl
Ty = "Tpe Tps Tpy T Ty Ty Ty (2

2. Fase de soporte izquierdo.
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http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%5Cdpi%7B480%7Dr_%7Bij%7D%3Dr_%7Bij%7D(q_k)%20%20%5C%2C%20%5C%2C%20%5C%2C%20%5C%2Ck%3D1%2C2%5Ccdots%20n

La cinematica directa del efector final de la primera cadena
cinematica (punto C) se obtiene al resolver:

0y _ Op Bp Bl B2y B3g Bdg  B5p B6
Tc_ Tg Ty " Ty TB3 Ty TBS TB6 Tc 3)
El segundo efector final (punto A) se obtiene resolviendo:
Cp _ Cq A6q A5 Abgn A3 A2gn Al
Ty= Ty Tys T T3 " Ty " Ty " Ty (4
B. Cinematicainversa

La cinematica directa permite determinar una matriz que
contiene el conjunto de ecuaciones que relacionan la posiciony
orientacion del marco de referencia moévil del ultimo eslabon.
Por otro lado, la solucion de la cinematica inversa del sistema
permite encontrar los angulos ¢, del conjunto de las ecuaciones
de la matriz de transformacionhomogénea. El sistema se divide
en dos fases y en dos cadenas cinematicas, ambas siendo las
mismas utilizadas en la cinematica directa.

De los métodos para resolver la cinematica inversa, los
métodos numéricos resultan sencillos de utilizar debido a que
no son dependientes especificamente de un robot, sino que se
pueden aplicar a cualquier sistema cinematico. La principal
desventaja de estos métodos es que resultan lentos para
converger a una solucion, por lo que normalmente los calculos
no se realizan en tiempo real. Dentro de los métodos numéricos
se encuentra la rama de los métodos iterativos, la cual cuenta
con una amplia variedad de técnicas, varias de ellas basadas en
el método de Newton.

Se utiliza el método iterativo de Newton-Raphson para
resolver la cinematica inversa, el cual consiste en resolver la
siguiente ecuacion [9]:

g = g 1 (g [T - T(q@'))] )

Donde i es el numero de iteracidn a resolver, n es el numero
de iteraciones; ¢*” es el vector resultante de la iteracion actual,
el cual que contiene los angulos calculados. Este vector se
convierte en el vector de entrada en la siguiente iteracion; ¢ es
el vector de entrada con el que se trabaja durante la iteracion;
J(q”)" es la inversa de la matriz jacobiana, evaluada con los
angulos del vector de entrada; T es la matriz de transformacion
homogénea del efector final expresada en forma vectorial, con
la posicion y orientacion que se desea alcanzar; y T(q”) es la
matriz de transformacion homogénea del efector final obtenida
mediante la cinematica directa, evaluada con los valores de
entrada de ¢(7) y expresada en forma vectorial.

El proceso para resolver la cinematicaes el siguiente:

1. Se define un ntimero de n iteraciones, se asigna el
valorde i =0.

2. Se proponen valores de posicion y orientacion
deseados para la matriz de transformacionhomogénea
del efector final, y se acomodan en forma de vector
(7).

3. Seproponen valores iniciales de ¢ cuando i = 0.

4. Se evalua la matriz jacobiana inversa (J(g™)”) con los
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valores de ¢
5. Se evalua la matriz de transformaciéon homogénea del
efector final con los valores propuestos en ¢ y se
expresa en forma de vector (T(q?).
Con los valores calculados se opera la ecuacion (5).
El vector resultante se asignaa g,
Se incrementael valorde i en 1.
Se repiten los pasos 4, 5,6, 7y 8 hastaque i =
10 El vector ¢™ contiene el resultado final.

© 0 N o

C. Caminata en plano sagital

Se propone un conjunto de trayectorias para cada uno de los
efectores finales (cadera y pie flotante) que en conjunto
coordinen el desplazamiento del bipedo en el espacio. Debido a
que conocemos en qué posicion y orientacion se deben
encontrar la cadera y el pie flotante, el problema consiste en
encontrar la configuracion de las demas articulaciones, por lo
cual se usa la cinematica inversa.

Algunas consideraciones dentro de las trayectorias para la
marcha propuesta son las siguientes:

e FEl pie de soporte se mantiene siempre paralelo al suelo
y no se mueve hasta que cambie a pie flotante.

e Fl planteamiento de la trayectoria es puramente
cinematico, no se estudia la estabilidad del sistema
debido a la presencia de fuerzas externas.

e La marcha se realiza con desplazamiento en el plano
sagital. Los tnicos angulos que cambian durante la
marcha son:

b1 ¢B1
$43 ?B3

da4 ®B4

e La trayectoria para la cadera consiste en un
desplazamiento en el eje x de 8 cm. Este movimiento
se sincroniza con el desplazamientodel pie flotante.

dp =

e la cadera durante la trayectoria no presenta
desplazamientoen el eje y ni z.

e El pie flotante sigue 3 trayectorias diferentes de
manera secuenciada:

o La primera consiste en un levantamiento del
talon mientras la punta del pie se mantiene en
el mismo punto hasta que el pie forma un
angulo con respecto al suelo de 40°, lo cual
significa un giro en el pie con la punta como
su pivote.

o Posteriormente, el pie sigue una trayectoria
circular, subiendo unos pocos centimetros
para luego descender Mientras el pie
desciende, este mismo se encuentra girando
hasta que el talon forma un angulo de 2° con
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respecto al suelo.

o Una vez alcanzado este angulo, e